XXIV. 


Zur Theorie der Ideale. 


[Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Mathem.-phys. Klasse, Jahrgang 1894, S. 272—277.] 


Nachdem es mir in den Jahren 1869 und 1870 endlich gelungen 
war, durch Einführung neuer Begriffe die letzten Schwierigkeiten zu 
überwinden, welche sich meinen früheren Versuchen, eine strenge 
und ausnahmelose Theorie der Ideale zu begründen, entgegengestellt 
hatten, diente mir die hiermit gewonnene Grundlage in den nächst- 
folgenden Jahren teils zur Untersuchung spezieller, insbesondere der 
kubischen Körper, teils zur Erforschung der allgemeinen Gesetze, 
welche die Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Körper 
beherrschen. Die letztere Frage, welche im wesentlichen auf die Be- 
trachtung derjenigen Körper zurückkommt, die ich Galoissche 
Körper oder Normalkörper genannt habe, bot keine erheblichen 
Schwierigkeiten dar und konnte daher bald zu einem vollständigen 
Abschluß gebracht werden. Von der Veröffentlichung dieser Unter- 
suchung bin ich immer durch andere Beschäftigungen abgezogen, 
und nur gelegentlich habe ich ihrer Erwähnung getan, z. B. im $ 27 
meiner Schrift Sur la théorie des nombres entiers alge- 
briques (1877), wo ich den Satz ausgesprochen habe, daß aus den 
Idealen eines Normalkörpers die Ideale eines jeden in ihm als Divisor 
enthaltenen Körpers nach bestimmten Gesetzen abgeleitet werden 
können, und wo auch an einem sehr einfachen Beispiel die Kraft 
dieser von mir gefundenen Gesetze dargelegt ist*). Dies hat Herrn 
Frobenius, wie er mir in einem Schreiben vom 3. Juni 1882- aus 
Zürich mitteilte, zur selbständigen Durchforschung des Gegenstandes 
angeregt, durch welche er, wie sich bald herausstellte, zu einer 


*) Vgl. auch Compte rendu der Pariser Akademie vom 24. Mai 1880, und die 
Anmerkung auf 8.618 der vierten Auflage von Dirichlets Vorlesungen über 
Zahlentheorie (1894). 
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nahezu vollständigen Übereinstimmung mit mir gelangt war; da er 
zugleich wegen einer Nebenfrage eine Mitteilung meiner Resultate 
wünschte, so verfaßte ich in der Eile eine kurze Übersicht derselben 
und fügte sie am 8. Juni meiner Antwort bei. Obgleich nun vor 
kurzem Herr Hilbert seine auf denselben Gegenstand bezügliche 
Untersuchung in diesen Nachrichten (7. Juli 1894) veröffentlicht hat, 
so erlaube ich mir doch, die eben erwähnte Übersicht, weil in ihr 
die Zerlegungen der Ideale noch allgemeiner ausgeführt sind *), ohne 
jeden Zusatz, nur mit Auslassung einiger unwesentlicher Worte jetzt 
mitzuteilen. 


Einige Sätze aus der Untersuchung der Beziehungen zwischen den 
Idealen in verschiedenen Körpern. 


I. Ideale in Normalkörpern. 


Bezeichnungen: 


ein Normalkörper vom Grade n. f 

die Gruppe aller n Permutationen p, durch weiche & in sich 

selbst übergeht. — Bedeutet z irgendein System von Zahlen des 

Körpers & oder auch eine einzelne solche Zahl, so bezeichne ich 

durch das Symbol zp das durch die Permutation g aus z 

hervorgehende System **). 

o das Gebiet aller ganzen Zahlen œ des Körpers Q. — Wenn ich 
in einer Gleichung oder Kongruenz den Buchstaben œ benutze, 
so will ich damit sagen, daß sie für jede in o enthaltene 
Zahl œ, also gewissermaßen identisch gilt. 

p ein Primideal des Körpers 2. 

p die durch p teilbare positive rationale Primzahl. 


© © 


*) Auch die auf S. 235 von Herrn Hilbert aufgestellten Sätze über Partial- 
diskriminanten — von welchen die folgende Übersicht unmittelbar gar nicht 
handelt — scheinen die Allgemeinheit derjenigen Resultate nicht ganz zu erreichen, 
zu welchen ich durch die am Schlusse der Einleitung zu meiner Abhandlung 
Über die Diskriminanten endlicher Körper (1882) erwähnte Unter- 
suchung gelangt war; auf diese gedenke ich später einzugehen. Dagegen ist mir 
die von Herrn Hilbert ausgeführte weitere Zerlegung der von ihm mit g,, von 
mir mit X bezeichneten Gruppe neu gewesen, j 

**) Die im Originale benutzte Bezeichnung z|ø ersetze ich hier durch die ein- 
fachere, welche ich in § 161 der vierten Auflage von Dirichlets Vorlesungen 
über Zahlentheorie (1894) eingeführt habe. 
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die Gruppe aller derjenigen g Permutationen y, für welche 
(identisch) 
wy = © (mod. p). 
Dann gibt es eine Permutation 
(oder vielmehr genau g solche Permutationen y%,), für welche 
o? = wp, (mod. p). 
Daraus folgen die Eigenschaften: 
ba AE A A 
und der Grad von p ist der kleinste positive Exponent 
für welchen 
Xl = X, d. h. yf in X enthalten. 


N) = r. 
Ferner ist die Gruppe (Bezeichnungsweise von Galois) 
P —= X +X tX t: HA y (vom Grade fg) 
der Inbegriff aller derjenigen Permutationen %, weiche der 
Bedingung 


Also 


py =p 

genügen (d. h. die Gruppe, zu welcher p gehört). Setzt man 
endlich 
— O= Po, + Fp, +: +Pp, also n = efg, 
so entspricht jedem dieser e Komplexe Wọ, ein mit p konju- 
giertes Primideal 

Pe = P Ọs; 
diese e Primideale 
; Pis Pa '''Pe 
sind verschieden voneinander, und es ist 

op = (Pi Patt Pe) 
N (p) = p’ (unabhängig von s). 

Wird p durch p, ersetzt, so ist X, %,, W zu ersetzen durch 
Xs = 9’ X 9, Vso = Pr PoPa, Pe = Q3 ' P Qs. 


I. Ideale in den Divisoren eines Normalkörpers Q. 


Kennt man die (in I erörterte) Konstitution aller Primideale p 
des Normalkörpers Q, so folgt daraus für jeden in & als Divisor 
enthaltenen Körper 
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durch alleinige Anwendung von Gruppen-Zerlegungen (also 
gewissermaßen aus rein algebraischen Prinzipien) die voll- 
ständige Kenntnis aller Primideale 
in &'. Die Bezeichnungen in I werden beibehalten. Bekannt ist: 
& gehört zu einer Permutations-Gruppe 
bestehend aus allen denjenigen m (in ® enthaltenen) Permu- 
tationen 9’, die jede in &' enthaltene Zahl ungeändert 
lassen; dann ist 
n = mn, 

und n' ist der Grad von Q' (umgekehrt, wenn ®’ eine in ® 
enthaltene Gruppe ist, so gibt es immer einen, und nur einen 
zugehörigen Körper &'). Es wird daher das erstrebte Ziel 
lediglich dureh Vergleichung von ®’ mit den in I betrachteten 
Permutationen und Gruppen erreicht. Dazu dient zunächst 
folgendes, was weniger oder zum Teil gar nicht bekannt scheint. 

Bedeutet y, eine bestimmte Permutation, so bezeichne 
ich mit P#9,®' den Komplex aller voneinander verschiedenen 
Permutationen von der Form Y9,9', wo %, ọ' resp. alle in den 
Gruppen P, ®' enthaltenen Permutationen durchlaufen; ist Ah, 
der Grad des größten gemeinschaftlichen Teilerss W, der 
Gruppen g; Fg, = P, und ®' (d. h. besteht W, aus h, Per- 
mutationen), so werden immer je Ah, Produkte yọ,’ identisch, 
und das Produkt aus den Graden der Gruppen W, ®' (hier fg 
und m) ist daher das Ah,-fache von der Anzahl der in ¥ g, ®' 
enthaltenen Permutationen. Da ferner zwei solche Komplexe 
Pp,D, Wo,®' entweder ganz identisch sind, oder keine einzige 
gemeinschaftliche Permutation haben, so kann man setzen: 

D = FpD +Pg,Dd +. +P7grDd. 
Dies ist, beiläufig gesagt, die Grundlage für die Untersuchung 
der algebraischen Reziprozität zwischen zwei beliebigen 
endlichen Körpern, nämlich denen, welche zu den Gruppen & 
und ®' gehören (Einwirkung zweier beliebigen irreduziblen 
Gleichungen aufeinander, Zerlegung jeder in e’ Faktoren). 
Zugleich ist 
O = O'gri + + Dyr Y. 

Diese allgemeine Zerlegung einer Gruppe ® nach zwei in 
ihr enthaltenen Gruppen W, ®' gibt für unseren Fall alles, 
was wir wünschen, durch folgende Bestimmungen. 
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Es sei p, eine bestimmte der in der obigen Zerlegung 
benutzten e' Permutationen @,, @,°''@er, und 


P = P Or, 


p 
Jr 
X, 
r 


P, 


das durch p, teilbare Primideal in &', 

der Grad des größten gemeinsamen Teilers 
von X, = 9,'Xg, und ®', daher 
definiert durch g = a,g,, so ist 


‚21 02 rle 
0p=p ipa Ap, wo 


das System aller ganzen Zahlen des Körpers &. 

Die Anzahl e' der Komplexe Po,®', aus denen © besteht, 
ist daher zugleich die Anzahl aller voneinander verschiedenen, 
in p aufgehenden Primideale p1, Pa ---p. des Körpers &/, und 
die Zerlegung von p in diesem Körper ist gefunden; die Be- 
stimmung der Normen dieser Primideale p’ und ihre Zerlegung 
in Q folgt jetzt. Es sei, wie oben, 
der größte gemeinsame Teiler der Gruppen 


m= p Eo und d, 


h, 


fr 


I 


der Grad von W,, folglich 
= P pni Prpst + Po. M= he, 

Pr, s = Pr Pr, s, so ist 

D p, Te (Pr, 1Pr,2''* Pre, )?r 

e ta + tee 
Hiermit ist die Zerlegung erledigt (die letzte Gleichung 
folgt daraus, daß e,fg die Anzahl der in W g,®' enthaltenen 
Permutationen ist). Endlich: da X, auch der größte gemein- 
same Teiler von X, und %. ist (weil X, Divisor von %,), so 
ist A, teilbar durch g,, also 
definiert durch Ah, = f,9,, 
und nach der obigen Regel besteht der Komplex X, W, aus 
frg Permutationen, welche alle in W, enthalten sind (weil X, 
und W, Divisoren von %,), und da dieser Komplex X,W, zu- 
gleich eine Gruppe ist (weil X y. = Y,X,), so ist fg (als 
Grad von %#,) teilbar durch f,g (als Grad von X, ®¥,), 
mithin 
definiert durch f = ffr. Dann ist 

N' (p) = (0, p) = p% 
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und 
N (Prs) = 9," (unabhängig von 8), 

wo N das Symbol für die in bezug auf 82’ genommene 
Partialnorm von Zahlen oder Idealen des Körpers & be- 
deutet. — Sind 28,8’ zwei beliebige endliche Körper, so 
gehört zu jedem Ideal a des Körpers Q ein bestimmtes Ideal 
a — N(a) des Körpers Q, die Partialnorm von a nach &, 
und es ist N (ab) = N (a) N (b). 


IH. Verallgemeinerung. 


Dieselben Sätze gelten ohne nennenswerte Wortänderung, 
wenn man an Stelle des Körpers R der rationalen Zahlen einen 
beliebigen endlichen Körper P setzt, und unter & einen endlichen 
Körper versteht, welcher P als einen Divisor enthält, und zwar ein 
Normalkörper in bezug auf P ist (d. h. daß & durch alle 
diejenigen Permutationen, welche jede Zahl in P ungeändert 
lassen, in sich selbst übergeht). Für die Zerlegung der Prim- 
ideale p des Körpers P in Primideale p des Körpers & gelten genau 
dieselben Gesetze wie in I. Sind ferner alle diese Zerlegungen 
bekannt, so erhält man daraus nach den in II angegebenen Gesetzen 
sowohl die Zerlegung jedes Primideals p in Primideale p’ eines 
Körpers &’, welcher Multiplum von P und Divisor von Q ist, als 
auch die Zerlegung dieser Primideale p’ in Primideale p des Körpers 2 
Und diese Verallgemeinerung kann noch weiter getrieben werden. 


8. Juni 1882. 


Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung. 


Durch die Hilbertsche Abhandlung: Grundzüge einer Theorie des Galois- 
schen Zahlkörpers, Göttinger Nachrichten 1894, S. 224—236, veranlaßt, publizierte 
Dedekind seine früheren Untersuchungen über denselben Gegenstand. Während 
er die von Hilbert eingeführten Verzweigungsgruppen nicht studiert hat, gehen 
seine Resultate über die Primidealzerlegung in beliebigen Unterkörpern wesentlich 
über Hilbert hinaus. Ausführlichere Darstellungen dieser Theorie findet man bei 
P. Bachmann, Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper, Kap. 12, Leipzig 1905; 
- H. Hasse, Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 36 (1927), S. 233 
—311; man vgl. auch den Hilbertschen Bericht, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematikervereinigung 4 (1897), S. 247—263. 
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Die weiteren Untersuchungen über den Zusammenhang zwischen Idealen und 
Gruppeneigenschaften behandeln meistens die Struktur der Verzweigungsgruppen. 
Zu erwähnen sind: F. Hüttig, Arithmetische Theorie eines Galoisschen Körpers, 
Diss. Marburg 1907; R. Fueter, Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges. in Zürich 1917, 
S.67—72; A. Speiser, Journ. f. Math. 149 (1919), S.174—188; T. Rella, 
Journ. f. Math. 150 (1920), S. 157—174; Ö. Ore, Math. Ann. 100 (1928), S. 650 
—673; 102 (1929), S. 283—304; Am. Math. Soc. 80 (1928), S. 610—620. Die in 
der Einleitung erwähnten Untersuchungen von Frobenius sind in den Sitzungsber. 
d. Berl. Akad. von 1896, erster Teilband, S. 689—703 erschienen. 

Eine Untersuchung der gegenseitigen Reduktion zweier Polynome in dem 
von Dedekind auf S.46 angedeuteten Sinne ist von Landsberg, Loewy, 
Takagi und M. Bauer durchgeführt; man vgl. die Darstellung in O. Haupt, 


Einführung in die Algebra, Leipzig 1929, S. 540—545. a 
Te, 


Dedekind, Gesammelte Werke, II. . 4 
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